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SE´RIES D’OPE´RATEURS
JONOT JEAN LOUIS
A la me´moire de Blandine et Je´re´my.
Abstract. Dans cet article, je m’inte´resse a` l’e´tude de certains ope´rateurs
de´finis a` partir des se´ries entie`res. Sous certaines hypothe`ses, la transforme´e
de Fourier et la transforme´e de Fourier holomorphe simplifient ces ope´rateurs
par conjugaison.
1. Introduction
Pour −∞ 6 a < b 6 +∞, l’ope´rateur de Berry-Keating sur L2 (]a, b[) est
l’ope´rateur {x̂, p̂}. On rappelle que l’ope´rateur p̂ de´signe l’ope´rateur quantique
dans l’espace
Lq (]a, b[) , 1 6 q 6 +∞ (1.1)
cet ope´rateur s’identifie a`
p̂ = −i∂̂x,
et l’ope´rateur x̂ est l’ope´rateur quantique de´fini dans les espaces de´crits en 1.1 par
x̂ϕ (ξ) = ξϕ (ξ) , ∀ξ ∈ ]a, b[ .
2. Ope´rateurs de Volterra et se´ries entie`res
Definition 1. L’ope´rateur de Volterra est de´fini par∫̂
ϕ (x) =
∫ x
−∞
ϕ (t) dt,
cet ope´rateur est de´fini sur L1 (R).
Definition 2. Soit ς une fonction de´veloppable en se´rie entie`re
ς (z) =
+∞∑
n=0
anz
n,
de rayon de convergence R > 0, l’ope´rateur de de´rivation associe´ a` ς est de´fini par
∂̂ς =
+∞∑
n=0
an∂̂
n.
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3. Les ope´rateurs Ĥα
Les ope´rateurs Ĥα sont de´finis formellement par deux se´ries entie`res
Ĥαϕ =
1
1− eα∂̂
{x̂, p̂}
(
1− eα∂̂
)
=
∫̂
∂̂ςα {x̂, p̂} ∂̂τα
ou`
ς (t) =
t
et − 1
=
+∞∑
n=0
Bn
n!
tn,
est la se´rie de rayon de convergence 2pi, Bn sont les nombres de Bernoulli, la se´rie
τ (t) = et − 1 =
+∞∑
n=1
1
n!
tn,
qui a pour rayon de convergence +∞, et de l’ope´rateur de Volterra. L’ope´rateur
de´fini dans [1] est
Ĥ−1 =
1
1− e−ip̂
{x̂, p̂}
(
1− e−ip̂
)
=
∫̂
−ip̂
e−ip̂ − 1
{x̂, p̂}
(
1− e−ip̂
)
.
Dans ce qui suit, Ĥ est l’ope´rateur Ĥ1
Ĥ =
∫̂
∂̂ς {x̂, p̂} ∂̂τ ,
ou`
∂̂τ = 1− e
∂̂ = −
+∞∑
n=1
1
n!
∂̂n et ∂̂ς =
∂̂
e∂̂ − 1
=
+∞∑
n=0
Bn
n!
∂̂n.
On rappelle que
ζρ (x) = ζ (ρ, x) ,
ou` ζ est l’extension me´romorphe de la fonction zeˆta de Hurwitz pour ρ 6= 1 et x > 0.
On pose ζ (z) = ζ (z, 1), ∀z 6= 1 et
ζρ,µ (x) =
{
ζρ (x) si µ < x < 1
0 si x < µ ou x > 1
, 0 < µ < 1.
Lemma 1. Soit
x−ρµ =
{
x−ρ si µ < x < 1
0 si x < µ ou x > 1
,
si ζρ (µ) = 0 alors ∫̂
∂̂ςx
−ρ
µ = ζρ,µ (x) .
Proof. Calculons ∂̂ςx
−ρ, on a les e´galite´s suivantes
∂̂ςx
−ρ =
+∞∑
n=0
Bn
n!
∂nx−ρ =
+∞∑
n=0
Bn
n!
Γ (−ρ+ 1)
Γ (−ρ− n+ 1)
x−(ρ+n)
=
Γ (−ρ+ 1)
2pii
+∞∑
n=0
Bn
n!
∫
γ
x−(ρ+n)tn+ρ−1etdt
=
Γ (−ρ+ 1)
2pii
+∞∑
n=0
Bn
n!
∫
γ
(
t
x
)n+ρ−1
ex
t
x d
t
x
OPE´RATEURS 3
ou` γ est un contour de Hankel qui entoure l’axe des re´els ne´gatifs et est oriente´
positivement. La transformation
t→
t
x
de γ donne un nouveau contour de Hankel, note´ δ, ayant les meˆmes proprie´te´s car
x > 0. Pour ce contour
∂̂ςx
−ρ =
Γ (−ρ+ 1)
2pii
+∞∑
n=0
Bn
n!
∫
δ
tn+ρ−1extdt
=
Γ (−ρ+ 1)
2pii
∫
δ
tρ−1ext
(
+∞∑
n=0
Bn
n!
tn
)
dt
= −
Γ (1− ρ)
2pii
∫
δ
tρext
1− et
dt = −ρζ (ρ+ 1, x) ,
et∫̂
∂̂ςx
−ρ
µ =
∫ x
µ
−ρζ (ρ+ 1, t)dt = ζρ (x)−ζρ (µ) = ζρ (x) si ζρ (µ) = 0 et µ < x < 1,
∫̂
∂̂ςx
−ρ
µ = 0 si x < µ ou x > 1,
on en de´duit le re´sultat annonce´∫̂
∂̂ςx
−ρ
µ = ζρ,µ (x) .

Notation 1. Z (ζ) est l’ensemble des ze´ros non triviaux de la fonction de Riemann
ζ.
Theorem 1. Pour µ ∈
{
1
3 ,
1
2 ,
2
3
}
,
Ĥζρ,µ (x) = i (2ρ− 1) ζρ,µ (x) , ∀ρ ∈ Z (ζ) , x 6= µ et x 6= 1. (3.1)
Proof. Pour µ ∈
{
1
3 ,
1
2 ,
2
3 , 1
}
, ζρ (µ) = 0, ∀ρ ∈ Z (ζ) [2]. Calculons Ĥζρ,µ (x), en
utilisant la formule de Taylor ou la repre´sentation inte´grale de ζ, on peut e´crire
Ĥζρ,µ (x) = i (2ρ− 1) ζρ,µ (x)
car
ζ (ρ, x)−
+∞∑
n=1
1
n!
∂nζ (ρ, x) = ζρ (x)− ζρ (x+ 1) = x
−ρ,
par Taylor
−
+∞∑
n=1
1
n!
∂nζ (ρ, x) = ζ (ρ, x)−
+∞∑
n=1
1
n!
∂nζ (ρ, x)
= ζ (ρ, x)−
+∞∑
n=0
1
n!
∂nζ (ρ, x) (x+ 1− x)
n
= ζ (ρ, x)− ζ (ρ, x+ 1) = x−ρ,
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par repre´sentation inte´grale de ζ
∂̂τ ζ (ρ, x) = −
+∞∑
n=1
1
n!
∂nζ (ρ, x)
= ζ (ρ, x)−
+∞∑
n=0
1
n!
Γ (−ρ+ 1)
Γ (−ρ− n+ 1)
ζ (n+ ρ, x)
= ζ (ρ, x)−
+∞∑
n=0
1
n!
Γ (−ρ+ 1)
2pii
∫
γ
tρ+n−1ext
1− et
dt
= ζ (ρ, x)−
Γ (−ρ+ 1)
2pii
∫
γ
tρ−1ext
1− et
+∞∑
n=0
tn
n!
dt
= ζ (ρ, x)−
Γ (−ρ+ 1)
2pii
∫
γ
tρ−1ext
et − 1
dt
= ζ (ρ, x)− ζ (ρ, x+ 1) = x−ρ,
et
{x̂, p̂}
∫̂
∂̂ςx
−ρ
µ = {x̂, p̂} ∂̂τζρ,µ (x) =
{
{x̂, p̂}x−ρ si µ < x < 1
0 si x < µ ou x > 1
= i (2ρ− 1)x−ρµ∫̂
∂̂ς {x̂, p̂} ∂̂τ
∫̂
∂̂ςx
−ρ
µ = i (2ρ− 1)
∫̂
∂̂ςx
−ρ
µ
Ĥζρ,µ (x) = i (2ρ− 1) ζρ,µ (x) , ∀ρ ∈ Z (ζ) .

Remark 1. Les fonctions conside´re´es ne sont peut eˆtre pas de´finies aux bords µ et
1, ce qui n’intervient pas dans les classes de´finies presque partout.
4. Transforme´e de Fourier
La transforme´e de Fourier est l’ope´rateur de L1 (R) de´fini par
F̂ϕ (ξ) =
∫ +∞
−∞
ϕ (t) e−iξtdt, ∀ϕ ∈ L1 (R) ,
la restriction de F̂ |L1(R)∩L2(R) s’e´tend en un ope´rateur borne´ de L
2 (R).
Lemma 2. Si ϕ ∈ D (R)
p̂F̂±1ϕ = ±F̂±1x̂ϕ
et
x̂F̂±1ϕ = ∓F̂±1p̂ϕ.
Proof. On a
− i∂ξ
∫ +∞
−∞
ϕ (t) e±iξt
= −i
∫ +∞
−∞
ϕ (t) ∂ξe
±iξt = −i
∫ +∞
−∞
ϕ (t) (±it) e±iξt = ±
∫
tϕ (t) e±iξt
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et
ξ
∫ +∞
−∞
ϕ (t) e±iξt
=
∫ +∞
−∞
ϕ (t) ξe±iξt =
1
±i
∫ +∞
−∞
ϕ (t) ∂te
±iξt
= −
1
±i
∫ +∞
−∞
∂tϕ (t) e
±iξt = −
1
±i
1
−i
∫ +∞
−∞
−i∂tϕ (t) e
±iξt
= ∓
∫ +∞
−∞
−i∂tϕ (t) e
±iξt.

Corollary 1. Si ϕ ∈ D (R),
F̂ {x̂, p̂} F̂−1ϕ = −{x̂, p̂}ϕ (4.1)
Proof. On a
{x̂, p̂} F̂−1ϕ = x̂p̂F̂−1ϕ+ p̂x̂F̂−1ϕ = x̂F̂−1x̂ϕ− p̂F̂−1p̂ϕ
et
{x̂, p̂} F̂−1ϕ = −F̂−1x̂p̂ϕ− F̂−1p̂x̂ϕ = −F̂−1 {x̂, p̂}ϕ,
F̂ {x̂, p̂} F̂−1ϕ = −{x̂, p̂}ϕ.

Lemma 3. Si ϕ ∈ D (R),
suppϕ ⊂ ]−R,R[
ou` R est le rayon de convergence de ς, alors
F̂ ∂̂ςF̂
−1ϕ = ς̂∗ϕ ou` ς∗ (z) = ς (iz) . (4.2)
Proof. Si ϕ ∈ D (R), on peut permuter n fois les ope´rateurs p̂ et F̂−1
F̂ ∂̂ς F̂
−1ϕ (ξ) = F̂
(
+∞∑
n=0
inanp̂
nF̂−1ϕ (ξ)
)
= F̂
(
+∞∑
n=0
inanF̂
−1 (ξnϕ (ξ))
)
.
L’e´galite´ suivante
+∞∑
n=0
inanF̂
−1 (ξnϕ (ξ)) = F̂−1
(
+∞∑
n=0
an (iξ)
n
ϕ (ξ)
)
(4.3)
est vraie car les sommes partielles
N∑
n=0
an (iξ)
n
converge uniforme´ment sur le compact suppϕ et puisque ϕ est une fonction borne´e,
les sommes partielles
N∑
n=0
an (iξ)
n
ϕ (ξ)
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convergent uniforme´ment sur suppϕ vers
+∞∑
n=0
an (iξ)
n
ϕ (ξ) ,
on en de´duit 4.3 et
F̂ ∂̂ςF̂
−1ϕ = ς̂∗ϕ.

5. Transforme´e de Fourier holomorphe
La transforme´e de Fourier holomorphe, de signe ±, est l’ope´rateur de´fini sur
L2 (]0,+∞[) par
F̂±1ϕ (ξ) =
∫ +∞
0
ϕ (t) e±itξdt = F̂∓1ϕ˜ (ξ)
avec
ϕ˜ (t) =
{
ϕ (t) si t > 0
0 si t 6 0
, (5.1)
le the´ore`me de Paley-Wiener permet d’affirmer que F̂±1ϕ est holomorphe sur le
demi-plan ± Im ξ > 0 et ve´rifie
sup
±y>0
∫ +∞
−∞
∣∣∣F̂±1ϕ (x+ iy)∣∣∣2 dx < +∞. (5.2)
La transforme´e de Fourier holomorphe est l’ope´rateur
F̂+1 : L2 (]0,+∞[)→ H2
(
Π+
)
,
si ψ ∈ H2 (Π+) et
ψ∗ (x) = lim
y→+∞
ψ (x+ iy)
alors H2 (Π+) est un espace de Hilbert pour le produit
〈ψ, φ〉 =
∫ +∞
−∞
ψ∗ (x)φ∗ (x)dx.
La transforme´e de Fourier holomorphe sur le demi-plan infe´rieur Π− est de´finie
sur L2 (]0,+∞[) par
F̂−1ϕ (ξ) =
∫ +∞
0
ϕ (t) e−itξdt = F̂ ϕ˜ (ξ) ,
ou` ϕ˜ est de´finie en 5.1.
Lemma 4. Si ϕ et
∫̂
ϕ ∈ L2 (R) avec suppϕ ⊂ ]0,+∞[, on a
F̂±1
∫̂
ϕ (ξ) = ±iξ̂−1F̂−1ϕ (ξ) , ± Im ξ > 0
Les fonctions F̂±1
∫̂
ϕ sont holomorphes sur les demi-plans Π± et ve´rifient la
condition 5.2.
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Proof. Pour ϕ ∈ L2 (R) avec support suppϕ ⊂ ]0,+∞[, alors supp
∫̂
ϕ ⊂ ]0,+∞[ et
F̂±1
∫̂
ϕ (ξ) =
∫ +∞
0
(∫ x
−∞
ϕ (t) dt
)
e∓ixξdx =
∫ +∞
0
(∫ x
0
ϕ (t) dt
)
e∓ixξdx,
en appliquant le the´ore`me de Fubini-Tonelli,
F̂±1
∫̂
ϕ (ξ) =
∫ +∞
0
∫ +∞
0
ϕ (t)1]0,x[ (t) e
∓ixξdtdx,∫ +∞
0
∫ +∞
0
∣∣ϕ (t) e±ixξ∣∣ dtdx < +∞ si ± Im ξ > 0
et
F̂±1
∫̂
ϕ (ξ) =
∫ +∞
0
ϕ (t)
[
e∓ixξ
∓iξ
]+∞
t
dt =
∫ +∞
0
ϕ (t)
e−itξ
±iξ
dt
=
1
±iξ
F̂±1ϕ (ξ) pour ± Im ξ > 0,
en utilisant le the´ore`me de Paley-Wiener, la fonction
ξ →
1
±iξ
F̂±1ϕ (ξ)
est holomorphe sur ± Im ξ > 0 comme produit de deux fonctions holomorphes. 
Corollary 2. Si les fonctions ϕ,
∫̂
ϕ appartiennent a` L2 (R) et suppϕ ⊂ ]0,+∞[,
alors
F̂±1
∫̂
ϕ (x) = ±ix̂−1F̂±1ϕ (x) . (5.3)
Proof. Avec les hypothe`ses pre´ce´dentes,
F̂±1
∫̂
ϕ (ξ) =
1
±iξ
F̂±1ϕ (ξ)∫ +∞
−∞
(∫ s
0
ϕ (t) dt
)
e∓is(x+iη)ds =
1
±i (x+ iη)
∫ +∞
−∞
ϕ (t) e∓it(x+iη)dt, η < 0
quand η tend vers 0−∫ +∞
−∞
(∫ x
0
ϕ (t) dt
)
e∓isxds =
1
±ix
∫ +∞
−∞
ϕ (t) e∓itxdt,∣∣∣∣(∫ s
0
ϕ (t) dt
)
e∓is(x+iη)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ s
0
ϕ (t) dt
∣∣∣∣ e±sη 6 ∣∣∣∣∫ s
0
ϕ (t) dt
∣∣∣∣ ∈ L1 (R)
pour ∓η > 0, donc
lim
∓η→0+
∫ +∞
−∞
(∫ s
0
ϕ (t) dt
)
e∓is(x+iη)ds = F̂∓1
∫̂
ϕ (x) ,
pour le deuxie`me terme
lim
∓η→0+
1
±i (x+ iη)
∫ +∞
−∞
ϕ (t) e∓it(x+iη)dt =
1
±ix
F̂∓1
∫̂
ϕ (x)∣∣∣ϕ (t) e∓it(x+iη)∣∣∣ 6 |ϕ (t)| e±ηt 6 |ϕ (t)| si ± η > 0 et t ∈ R
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car ϕ ∈ L1 (R) et suppϕ ⊂ ]0,+∞[,
F̂±1
∫̂
ϕ (x) = ±ix̂−1F̂±1ϕ (x) . (5.4)

6. Comparaison des ope´rateurs Ĥ et {x̂, p̂} sur D (]0, 2pi[)
On note
D (]0, 2pi[) = {ϕ ∈ D (R) : suppϕ ⊂ ]0, 2pi[} ,
si ϕ ∈ D (]0, 2pi[) et K̂ est l’ope´rateur de´fini par
K̂ϕ = −ix̂−1ς̂∗ {x̂, p̂} τ̂∗ϕ
alors
K̂ϕ = −ix̂−1ς̂∗ {x̂, p̂} F̂ ∂̂τ F̂
−1ϕ par 4.2
= ix̂−1ς̂∗F̂ {x̂, p̂} ∂̂τ F̂
−1ϕ par 4.1
= ix̂−1F̂ ∂̂ς {x̂, p̂} ∂̂τ F̂
−1ϕ par 4.2
car F̂ {x̂, p̂} ∂̂τ F̂
−1ϕ = −{x̂, p̂} τ̂∗ϕ ∈ D (]0, 2pi[),
K̂ϕ = F̂
∫̂
∂̂ς {x̂, p̂} ∂̂τ F̂
−1ϕ par 5.3
= F̂ĤF̂−1ϕ,
on peut e´noncer le lemme suivant.
Lemma 5. Pour toute fonction ϕ ∈ D (]0, 2pi[), on a
K̂ϕ = F̂ĤF̂−1ϕ.
Si ϕ ∈ D (]0, 2pi[) alors
ψ =
ϕ
1− eix
est une fonction de D (]0, 2pi[). On en de´duit que
K̂ψ = F̂ĤF̂−1ψ
−
1
1− eix
{x̂, p̂}ϕ = F̂ĤF̂−1
1̂
1− eix
ϕ
{x̂, p̂}ϕ = −L̂ĤL̂−1ϕ ou` L̂ = 1̂− eixF̂ ,
et
{x̂, p̂}ϕ = −L̂ĤL̂−1ϕ,
1̂− eix est l’ope´rateur de muliplication de´fini par
1̂− eixϕ (ξ) =
(
1− eiξ
)
ϕ (ξ) .
Theorem 2. Si ϕ ∈ D (]0, 2pi[),
{x̂, p̂}ϕ = −L̂ĤL̂−1ϕ ou` L̂ = 1̂− eixF̂ . (6.1)
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Les fonctions
φρ,µ = L̂ζρ,µ, µ =
1
3
,
1
2
et
2
3
ne sont pas a` support compact mais ve´rifient
L̂ĤL̂−1φρ,µ = i (2ρ− 1)φρ,µ, ∀ρ ∈ Z (ζ) , (6.2)
avec la limite aux bords,
lim
ξ→0+
φρ,µ = lim
ξ→2pi−
φρ,µ = 0.
L’ope´rateur de Berry-Keating restreint a`
D =
{
ϕ ∈ L2 (]0, 2pi[) : lim
ξ→0+
ξ
1
2ϕ (ξ) = lim
ξ→2pi−
ξ
1
2ϕ (ξ)
}
,
note´ {̂x, p}, est un ope´rateur essentiellement autoadjoint [2]. Les ope´rateurs L̂ĤL̂−1
et −{̂x, p} s’identifient sur le sous-espace D (]0, 2pi[) des fonctions de D (R) dont le
support compact est contenu dans ]0, 2pi[. Cette remarque nous ame`ne a` de´terminer
les images par L̂ĤL̂−1 des fonctions φρ,µ × σ, pour toutes les fonctions σ ∈
D (]0, 2pi[).
7. La conjecture de Hilbert-Po´lya
On veut montrer que φρ,µ |]0,2pi[ est une fonction propre de {̂x, p}. L’ide´e na-
turelle, pour montrer cette assertion, est de multiplier la fonction φρ,µ par une
fonction σ ∈ D (]0, 2pi[). On peut e´crire alors,
L̂ĤL̂−1 (φρ,µ × σ) = −{̂x, p} (φρ,µ × σ) , ∀σ ∈ D (]0, 2pi[)
car φρ,µ × σ ∈ D (]0, 2pi[) et donc,
−{̂x, p} (φρ,µ × σ) = L̂Ĥ (ζρ,µ ∗ η) avec η = F̂
−1σ,
on est amene´ a` calculer
Ĥ (ζρ,µ ∗ η) .
On a besoin des lemmes suivants,
Lemma 6. Soit α une fonction de´veloppable en se´rie entie`re, de rayon de conver-
gence 0 < R 6 +∞
α (t) =
+∞∑
n=0
αnt
n, t ∈ R
et ϕ, ψ ∈ L1 (R) telle que suppϕ ⊂ ]−R,R[, ϕ est de classe C∞ et ve´rifie ϕ(n) ∈
L1 (R). Si ∣∣∣∣∣
N∑
n=0
αnϕ
(n) (t)
∣∣∣∣∣ 6 θ (t) , ∀N avec θ ∈ L1 (R)
alors
∂̂α (ϕ ∗ ψ) = ∂̂αϕ ∗ ψ. (7.1)
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Proof. Les e´quations suivantes sont ve´rifie´es
+∞∑
n=0
αn∂̂
n
∫ +∞
−∞
ϕ (x− t)ψ (t) dt
=
+∞∑
n=0
αn
∫ +∞
−∞
ϕ(n) (x− t)ψ (t) dt =
+∞∑
n=0
αn
∫ +∞
−∞
ϕ(n) (t)ψ (x− t) dt
=
∫ +∞
−∞
(
+∞∑
n=0
αnϕ
(n) (t)
)
ψ (x− t) dt = ∂̂αϕ ∗ ψ
si ϕ(n) ∈ L1 (R), ∀n et ψ ∈ L1 (R) avec l’hypothe`se supple´mentaire∣∣∣∣∣
N∑
n=0
αnϕ
(n) (t)
∣∣∣∣∣ 6 θ (t)
ou` θ ∈ L1 (R). 
Lemma 7. Si α,β ∈ L1 (R) deux fonctions de´rivables, sauf pour un nombre fini de
points, alors
{x̂, p̂} (α× β) = ({x̂, p̂}α) × β + α× {x̂, p̂}β + iα× β, (7.2)
en dehors des points de non de´rivabilite´.
Proof. Avec les hypothe`ses, en dehors des points ou` les fonctions α et β ne sont
pas de´rivables, on a
{x̂, p̂} (α× β)
= −2ix (α′ × β + α× β′)− 2iα× β + iα× β
= ({x̂, p̂}α)× β + α× {x̂, p̂}β + iα× β.

Lemma 8. Si α est continue, de classe C∞, sauf peut eˆtre en un nombre fini de
points et a` support compact alors∫̂
(α ∗ β) =
∫̂
α ∗ β. (7.3)
pour toute fonction β ∈ D (R).
Proof. On peut permuter les symboles d’inte´gration car∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
∣∣α (x− t)1]−∞,ξ] (x) β (t)∣∣ dxdt < +∞,
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(α ∗ β) (ξ)
=
∫ ξ
−∞
(∫ +∞
−∞
α (x− t)β (t) dt
)
dx =
∫ +∞
−∞
(∫ ξ
−∞
α (x− t) dx
)
β (t) dt
=
∫ +∞
−∞
∫̂
α (ξ − t)β (t) dt,
∫̂
α (ξ − t) =
∫ ξ−t
−∞
α (s) ds =
∫ ξ
−∞
α (x− t) dx,
=
∫̂
α ∗ β (ξ) .

Remark 2. Dans tous les lemmes, on a mis des hypothe`ses fortes mais on peut
de´montrer ces re´sultats avec des hypothe`ses plus faibles.
Lemma 9. On a
Ĥ (ζρ,µ ∗ η) = Ĥζρ,µ ∗ η + ζρ,µ ∗ {x̂, p̂} η − iζρ,µ ∗ η.
Proof. En utilisant les re´sultats pre´ce´dents,
Ĥ (ζρ,µ ∗ η)
=
∫̂
∂̂ς {x̂, p̂} ∂̂τ (ζρ,µ ∗ η) =
∫̂
∂̂ς {x̂, p̂}
(
∂̂τ ζρ,µ ∗ η
)
par 7.1,
=
∫̂
∂̂ς {x̂, p̂} F̂
−1
(
F̂
(
∂̂τ ζρ,µ
)
× σ
)
= −
∫̂
∂̂ςF̂
−1
(
{x̂, p̂}
(
F̂
(
∂̂τ ζρ,µ
)
× σ
))
par 4.1,
= −
∫̂
∂̂ςF̂
−1
((
{x̂, p̂} F̂
(
∂̂τ ζρ,µ
))
× σ + F̂
(
∂̂τζρ,µ
)
× {x̂, p̂} σ + i
(
F̂ ∂̂τ ζρ,µ
)
× σ
)
par 7.2,
=
∫̂
∂̂ς
(
{x̂, p̂}
(
∂̂τζρ,µ
)
∗ η + ∂̂τζρ,µ ∗ {x̂, p̂} η − i∂̂τ ζρ,µ ∗ η
)
=
∫̂
∂̂ς
(
{x̂, p̂}
(
∂̂τζρ,µ
)
∗ η
)
+
∫̂
∂̂ς
(
∂̂τ ζρ,µ ∗ {x̂, p̂} η
)
− i
∫̂
∂̂ς
(
∂̂τ ζρ,µ ∗ η
)
=
∫̂ (
∂̂ς {x̂, p̂} ∂̂τζρ,µ ∗ η
)
+
∫̂ (
∂̂ς ∂̂τζρ,µ ∗ {x̂, p̂} η
)
− i
∫̂ (
∂̂ς ∂̂τ ζρ,µ ∗ η
)
par 7.1
= Ĥζρ,µ ∗ η + ζρ,µ ∗ {x̂, p̂} η − iζρ,µ ∗ η par 7.3 et 7.5.

On en de´duit que,
L̂ĤL̂−1 (φρ,µ × σ) =
(
1− eix
)
F̂
(
Ĥζρ,µ ∗ η + ζρ,µ ∗ {x̂, p̂} η − iζρ,µ ∗ η
)
=
(
1− eix
) (
F̂Ĥζρ,µ × σ − F̂ζρ,µ × {x̂, p̂} σ − iF̂ζρ,µ × σ
)
= L̂ĤL̂−1φρ,µ × σ − φρ,µ × {x̂, p̂}σ − iφρ,µ × σ,
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puisque l’e´quation 7.2 nous permet d’e´crire
{̂x, p} (φρ,µ × σ) = {̂x, p}φρ,µ × σ + φρ,µ × {̂x, p}σ + iφρ,µ × σ,
on en de´duit le lemme suivant,
Lemma 10. Pour tout σ ∈ D (]0, 2pi[), on a
L̂ĤL̂−1φρ,µ × σ = −{̂x, p}φρ,µ × σ,
en particulier,
L̂ĤL̂−1φρ,µ = −{̂x, p}φρ,µ. (7.4)
Proof. En utilisant les re´sultats pre´ce´dents,
L̂ĤL̂−1φρ,µ × σ − φρ,µ × {x̂, p̂}σ − iφρ,µ × σ
= −{̂x, p}φρ,µ × σ − φρ,µ × {̂x, p}σ − iφρ,µ × σ,
ensuite, on prend une suite de fonctions plates σn ∈ D (]0, 2pi[) qui convergent dans
L2 (R) vers 1]0,2pi[. 
On rappelle que si α et β sont deux se´ries entie`res
α (t) =
+∞∑
n=0
αnt
n et β (t) =
+∞∑
n=0
βnt
n,
de rayon de convergence respectivement, Rα et Rβ . Les ope´rateurs associe´s sont
∂̂α et ∂̂β. L’ope´rateur ∂̂α∂̂β est de´fini formellement par
∂̂α∂̂βϕ =
+∞∑
n=0
αn∂
n
(
+∞∑
m=0
βm∂
mϕ
)
=
+∞∑
n=0
( ∑
k+l=n
αkβl
)
∂nϕ = ∂̂α×βϕ,
ou` α× β est le produit de Cauchy avec Rα×β > inf {Rα, Rβ}. Par exemple sur les
domaines ou` ces ope´rateurs sont de´finis, pour α = ς et β = τ
ς × τ = x, ∂̂ς ∂̂τ = ∂̂ et
∫̂
∂̂ς ∂̂τ = 1. (7.5)
Theorem 3. Pour µ ∈
{
1
3 ,
1
2 ,
2
3
}
, les fonctions φρ,µ |]0,2pi[ sont des fonctions pro-
pres de {̂x, p} associe´es a` la valeur propre i (1− 2ρ) pour tout ρ ∈ Z (ζ).
Proof. On utilise les relations 7.4 et 6.2. 
En re´sume´, sur les classes de fonctions de D (R), de support contenu dans
]−R,R[, on peut e´crire simplement les ope´rateurs de´finis en se´ries, de rayon de
convergence 0 < R 6 +∞, a` l’aide de la transforme´e de Fourier par conjuguai-
son. Cette approche permet de donner des fonctions propres de l’ope´rateur de
Berry-Keating restreint a`
D =
{
ϕ ∈ L2 (]0, 2pi[) : lim
ξ→0+
ξ
1
2ϕ (ξ) = lim
ξ→2pi−
ξ
1
2ϕ (ξ)
}
,
note´ {̂x, p}. Ces fonctions propres sont de´finies par χρ,µ = φρ,µ |]0,2pi[, ou`
φρ,µ (x) =
(
1− eix
)
F̂ζρ,µ (x) , µ =
1
3
,
1
2
et
2
3
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avec ζρ,µ est la fonction e´gale a` la fonction zeˆta de Hurwitz ζ (ρ, x) sur [µ, 1], nulle
en dehors de [µ, 1] et F̂ est la transforme´e de Fourier de L2 (R). Pour ces fonctions
{̂x, p}χρ,µ = i (1− 2ρ)χρ,µ, ∀ρ ∈ Z (ζ) ,
l’ope´rateur {̂x, p} est essentiellement autoadjoint, sa fermeture re´pond a` la conjec-
ture de Hilbert-Po´lya.
8. Conclusion
On a propose´, dans cet article, une approche de la conjecture de Hilbert-Po´lya.
Cette approche reste a` confirmer mais les re´sultats sur les se´ries d’ope´rateurs
me´ritent d’eˆtre de´veloppe´s. La transforme´e de Fourier sur L2 (R) est un outil
puissant pour l’e´tude de ces ope´rateurs, il permet par conjuguaison de ramener
ces ope´rateurs a` des multiplicateurs, c’est-a`-dire, des ope´rateurs de la forme ς̂∗ sur
les domaines
D (]−R,R[) = {ϕ ∈ D (R) : suppϕ ⊂ ]−R,R[} .
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